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摘　要：研究了一类晶体界面非线性表面波。首先考虑了对应的晶体界面表面波方程，引入一个新的具有限制
变量的泛函，并求出其变分。再利用变分原理，构造了一个经过改进后的广义变分迭代式。然后选取相应问题

解的初始函数，并由新的迭代关系式依次求出各次渐近解析解。举例说明了用本方法求得的渐近解具有较好的

近似度。最后叙述了得到的渐近解的物理意义。
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　　光折变晶体中的空间表面波理论一直是学者关
注的热点。上世纪末到本世纪初首先提出了光折变

表面波的理论，论述了关于扩散机理下光折变表面

波的传播情况。并讨论了线性介质与光折变晶体界

面表面波的形成过程和表面波的传播的稳定性。近

来讨论了在ＬｉＮｂＯ３：Ｆｅ晶体与空气界面观察到了
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亮表面波，在界面处由晶体内载流子扩散机理引起

的光束弯曲和反射相平衡而形成的一种光波。其特

点是将光波传播限制在光折变晶体近表面的狭层

内，使得界面处具有很高的光能量和功率密度，这

在光通信及光信息处理等方面有很高的研究和应用

价值［１－６］。由于高激发效率的表面波在应用中具有

功耗低，速度快等优点。所以研究提高表面波的激

发效率成为表面波应用的重要方面。

非线性微分方程的精确解，一般不能用有限项

的初等函数来表示。故用近似的方法来求非线性方

程的渐近解析解显得十分重要［７－８］。作者等也利用

各种渐近方法来得到相关的非线性方程的渐近解析

解［９－２２］。本文是用经过改进的广义变分迭代的新

方法，来求得一类晶体界面非线性表面波的渐近解

析解。

１　晶体界面表面波方程
考虑一束光波在 ＬｉＮｂＯ３晶体界面沿 ｘ轴方向

衍射，沿垂直于ｘ轴的ｚ轴方向传播，ｘ轴右侧 （ｘ
＞０）是空气，左侧（ｘ＞０）是ＬｉＮｂＯ３晶体。在无
外加电场条件下，ＬｉＮｂＯ３晶体中的光伏和扩散非

线性空间电荷场为：Ｅｓｃ ＝－
ＥｐＩ
Ｉ＋Ｉｄ

＋
ｋＢＴ

ｅ（Ｉ／Ｉｄ＋１）
·

（Ｉ／Ｉｄ）
ｘ

，这里Ｉ＝ Ａ２为光波的强度，ｋＢ为玻尔兹

曼常数，Ｔ为绝对温度，ｅ为电子的电荷量，Ｉｄ为晶
体中的暗辐射，Ｅｐ为光伏场常数。

为了方便，采用无量纲坐标，横坐标和纵坐标

分别为ｓ＝ｘ／ｘ０和ξ＝ｚ／（ｋ０ｘ
２
０），其中ｘ０为任意空

间宽度，ｋ０ ＝２ｎ０／λ为空气中的波数，ｎ０为光波在
气中的折射率，λ为入射光束的波长。我们可以得
到光波振幅Ａ满足的演化方程［６］

ｉＡ
ξ
＝－１２

２Ａ
ｓ２
，　ｓ≥０ （１）

ｉＡ
ξ
＝－１２

２Ａ
ｓ２
－φＡ－α Ｉ

Ｉ＋Ｉｄ
Ａ－

μ
Ｉ／Ｉｅ＋１

（Ｉ／Ｉｄ）
ｓ

Ａ，　ｓ＜０ （２）

其中φ为波导参数，μ为扩散强度，α为光伏强度，
方程 （２）右端各项依次为晶体中光波的衍射效
应、光束和边界的相互作用、光伏机理的自散焦和

扩散机理的自弯曲效应。光束以一定角度入射到

ＬｉＮｂＯ３晶体界面，当电荷扩散效应产生的光束自
弯曲与全内反射相平衡时，光生伏打光折变晶体，

光激发载流子是电子，并可取光伏强度α＜０。

设光波振幅 Ａ＝ Ｉ槡ｄｕ（ｓ）ｅｘｐ（ｉｂξ），其中 ｕ（ｓ）
是光波的模，ｂ是传播系数。于是可得到 ｕ（ｓ）和
ｄｕ／ｄｓ在界面ｓ＝０处的连续性。由方程 （１） －
（２）可得下方程［６］

ｄ２ｕ
ｄｓ２
＝２ｂｕ，　ｓ≥０ （３）

ｄ２ｕ
ｄｓ２
＝２（ｂ－φ）ｕ－２αｕ

３

１＋ｕ２
＋４μｕ

２

１＋ｕ２
ｄｕ
ｄｓ，

ｓ＜０ （４）
显然，方程 （３）的解为

ｕ（ｓ）＝ｍｅｘｐ（－ ２槡ｂｓ），ｓ≥０ （５）
其中ｍ为非线性作用强度的可变参量，它由入射
光束初始强度决定。考虑到方程的解ｕ和ｄｕ／ｄｓ在
界面ｓ＝０的连续性，由式 （５）可决定方程 （４）
的终值条件。于是我们便有如下的光波沿ｓ（ｓ＜０）
方向ＬｉＮｂＯ３晶体满足的傍轴方程的模型
ｄ２ｕ
ｄｓ２
＝２（ｂ－φ）ｕ－２αｕ

３

１＋ｕ２
＋４μｕ

２

１＋ｕ２
ｄｕ
ｄｓ，　ｓ＜０，

ｕ（０）＝ｍ，　ｄｕ（０）ｄｓ ＝－ ２槡ｂｍ （６）

２　晶体界面模型解
首先将方程 （４）改写为

ｄ２ｕ
ｄｓ２
＝４μｄｕｄｓ＋２（ｂ－φ－α）ｕ－

４μ
１＋ｕ２

ｄｕ
ｄｓ＋

２αｕ
１＋ｕ２

，　ｓ＜０ （７）

为了求得晶体界面内的非线性问题 （６） － （７）
的渐近解析解，我们用新的经过改进的广义变分迭

代方法。

引入一个泛函Ｆ［ｕ］［２３－２４］

Ｆ［ｕ］＝ｕ－∫
０

ｓ
λ（ξ） ｄ２ｕ

ｄξ２
－４μｄｕｄξ[ －

２（ｂ－φ－α）ｕ＋ ４μ
１＋珔ｕ２

ｄ珔ｕ
ｄξ
－ ２α

珔ｕ
１＋珔ｕ]２ ｄξ （８）

式中珔ｕ为ｕ的限制变量［２３－２４］。将泛函式 （８）并进
行变分运算δＦ：
δＦ＝δｕ－［λ］ξ＝ｓδｕξ＋［（λξ＋４μλ）］ξ＝ｓδｕ－

∫
０

ｓ
［λξξ＋４μλξ－２（ｂ－φ－α）λ］δｕｄｓ

令δＦ＝０，得
λξξ＋４μλξ－２（ｂ－φ－α）λ＝０ （９）

λ（ｓ）＝０，λ′（ｓ）＝－１ （１０）
不难得到初值问题 （９） －（１０）的解λ（ξ）为

λ（ξ）＝ －１
４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）

ｅｘｐ（－２μ（ξ－ｓ））×

２４
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ｓｉｎ（４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）（ξ－ｓ）） （１１）
再由式 （８）和式 （１１），构造一个经过新的广义
变分迭代

ｕｎ＋１ ＝ｕｎ＋
１

４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）
×

∫
０

ｓ
［ｅｘｐ（－２μ（ξ－ｓ））×

ｓｉｎ（４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）（ξ－ｓ））］×
ｄ２ｕｎ
ｄξ２

－４μ
ｄｕｎ
ｄξ
－２（ｂ－φ－α）ｕｎ[ ＋

４μ
１＋ｕ２ｎ

ｄｕｎ
ｄξ
－
２αｕｎ
１＋ｕ２]

ｎ

ｄξ，　ｎ＝０，１，… （１２）

其中ｕ０为初始近似。

３　模型的渐近解
首先决定晶体界面内非线性模型解的广义变分

迭代的初始近似ｕ０（ξ）。
选取初始近似ｕ０（ξ）为方程 （７）的线性部分

及初始条件 （６）所组成的问题的解。即 ｕ０（ξ）满
足如下终值问题

ｄ２ｕ０
ｄｓ２

＝４μ
ｄｕ０
ｄｓ＋２（ｂ－φ－α）ｕ０，ｓ＜０（１３）

ｕ０（０）＝ｍ，　
ｄｕ０（０）
ｄｓ ＝－ ２槡ｂｍ （１４）

不难得到模型 （１３） －（１４）的解ｕ０（ｓ）为

ｕ０（ｓ）＝ｍｅｘｐ（２μｓ）［ｃｏｓ（４μ
２＋２（ｂ－φ－α槡 ）ｓ）－

２槡ｂ＋２μ
４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）

ｓｉｎ（４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）ｓ）］，

ｓ≤０ （１５）
于是由式 （１２），我们可得晶体界面内非线性模型
（６） －（７）的一次渐近解析ｕ１（ξ）

ｕ１（ｓ）＝ｕ０（ｓ）＋
１

４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）
×

∫
０

ｓ
［ｅｘｐ（－２μ（ξ－ｓ））×

ｓｉｎ（４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）（ξ－ｓ））］×

４μ
１＋ｕ２０

ｄｕ０（ξ）
ｄξ

－
２αｕ０（ξ）
１＋ｕ[ ]２

０

ｄξ （１６）

其中ｕ０由式 （１５）表示。
再由式 （１２），我们可得晶体界面内非线性模

型 （６） －（７）的二次渐近解析ｕ２（ξ）

ｕ２（ｓ）＝ｕ０（ｓ）＋
１

４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）
×

∫
０

ｓ
［ｅｘｐ（－２μ（ξ－ｓ））×

ｓｉｎ（４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）（ξ－ｓ））］×
ｄ２ｕ１
ｄξ２
－４μ

ｄｕ１
ｄξ
－２（ｂ－φ－α）ｕ１[ ＋

∑
１

ｉ＝０
（
４μ
１＋ｕ２ｉ

ｄｕｉ
ｄξ
－
２αｕｉ
１＋ｕ２ｉ

]）ｄξ （１７）

其中ｕ０，ｕ１分别由式 （１５）、式 （１６）表示。
继续由迭代式 （１２），我们可得晶体界面ｓ＝０

内非线性模型 （６） － （７）的更高次的渐近解析
解ｕｎ（ｓ）（ｎ＝３，４，…）。

再由关系式 （５），我们便得到通过晶体界面
光波的模ｕ（ｓ）在晶体界面ｓ＝０附近的广义变分迭
代第ｎ次渐近解析解。

ｕ（ｓ）＝
ｍｅｘｐ（－（２ｂ）１／２ｓ），　ｓ≥０，

ｕｎ（ｓ），　ｎ＝１，２，…，ｓ＜
{ ０

４　渐近解的精度
为了说明问题，不妨简单设ｂ＝φ＝ｍ＝μ＝

１，α＝－１。这时晶体界面内光波模的非线性模型
（６） －（７）为

ｄ２ｕ
ｄｓ２
＝４ｄｕｄｓ＋２ｕ－

４
１＋ｕ２

ｄｕ
ｄｓ－

２ｕ
１＋ｕ２

，

ｓ＜０ （１８）

ｕ（０）＝１，　ｄｕ（０）ｄｓ ＝－２ （１９）

由式 （１５），晶体界面内光波模的模型 （１８） －
（１９）的初始近似函数ｕ０（ｓ）为

ｕ０（ｓ）＝ｅ
２ｓ ｃｏｓ（槡６ｓ）－

１＋槡２

槡３
ｓｉｎ（槡６ｓ[ ]），

ｓ≤０ （２０）
再由广义变分迭代式 （１６），得到晶体界面内光波
模的模型 （１８） － （１９）的一次、二次近似函数
ｕ１（ｓ），ｕ２（ｓ）。

ｕ１（ｓ）＝ｅ
２ｓ ｃｏｓ（槡６ｓ）－

１＋槡２

槡３
ｓｉｎ（槡６ｓ[ ]）＋

１

槡６
∫
０

ｓ
［ｅｘｐ（－２（ξ－ｓ））ｓｉｎ（槡６（ξ－ｓ））］·

４μ
１＋ｕ２０

ｄｕ０（ξ）
ｄξ

＋
２ｕ０（ξ）
１＋ｕ[ ]２

０

ｄξ （２１）

其中ｕ０由式 （２０）表示。

ｕ２（ｓ）＝ｅ
２ｓ ｃｏｓ（槡６ｓ）－

１＋槡２

槡３
ｓｉｎ（槡６ｓ[ ]）＋

１

槡６
∫
０

ｓ
［ｅｘｐ（－２（ξ－ｓ））ｓｉｎ（槡６（ξ－ｓ））］×

ｄ２ｕ１
ｄξ２
－４μ

ｄｕ１
ｄξ
－２（ｂ－φ－α）ｕ[ １＋

３４
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∑
２

ｉ＝０

４μ
１＋ｕ２ｉ（ξ）

ｄｕｉ（ξ）
ｄξ

＋
２ｕｉ（ξ）
１＋ｕ２ｉ（ξ

( ) ]
）
ｄξ

　（２２）
其中ｕ０，ｕ１分别由式 （２０）、式 （２１）表示。

晶体界面ｓ＝０内左半面（ｓ≤０）附近非线性
模型 （１６） －（１７）的光波的模ｕ（ｓ）的模拟精确
解曲线 ｕｅｘａ（ｓ），一次、二次广义变分迭代渐近解
ｕ１（ｓ），ｕ２（ｓ）的曲线见图 １和表 １所示。

表１　晶体界面左半面附近光波的模ｕ（ｓ）的模拟数值比较１）

Ｔａｂｌｅ１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｖｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｍｏｄｅｌｓｔｏ
ｔｈｅｌｉｇｈｔｗａｖｅｓｎｅａｒｌｅｆｔｈａｌｆｐｌａｎｅ

项目
ｓ

－２０ －１７５ －１５ －１２５ －１０
ｕ１ ０２６ ０３６ ０４４ ０５２ ０５９
ｕ２ ０２４ ０３０ ０３７ ０４４ ０５２
ｕｅｘａ ０２２ ０２４ ０２９ ０３５ ０４２

项目
ｓ

－０７５ －０５ －０２５ －００
ｕ１ ０６５ ０７３ ０８９ １００
ｕ２ ０６０ ０７０ ０８７ １００
ｕｅｘａ ０５３ ０６５ ０８５ １００

１）ｕｅｘａ为精确解，ｕ１为一次渐近解，ｕ２为二次渐近解

图１　晶体界面左半面附近光波的模ｕ（ｓ）的曲线比较
Ｆｉｇ１Ｃｕｒｖｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｍｏｄｅｌｓｔｏｔｈｅｌｉｇｈｔ

ｗａｖｅｓｎｅａｒｌｅｆｔｈａｌｆｐｌａｎｅ

从图 １和表１可以看出，二次渐近解ｕ２（ｓ）比
一次渐近解ｕ１（ｓ）更接近精确解ｕｅｘａ（ｓ）。

继续由广义变分迭代式 （１２），可依次得到晶
体界面内非线性模型 （１８） － （１９）的更高次近
似函数ｕｎ（ｓ）（ｎ＝３，４，…）。再由 （５）式，得到通
过晶体界面光波的模ｕ（ｓ）在通过界面ｓ＝０附近的
广义变分迭代ｎ（ｎ＝３，４）次渐近解析解。

ｕ（ｓ）＝
ｅｘｐ（－槡２ｓ），　ｓ≥０

ｕｎ（ｓ），　ｓ＜
{

０
由泛函分析变分原理和本方法的渐近理论知，晶体

界面ｓ＝０内部光波的模ｕ（ｓ）所对应的高次的变分
迭代解比低次的变分迭代解更接近与精确解。

５　晶体界面模型解的物理意义
由于晶体界面ｓ＝０内部光波的模ｕ（ｓ）是通过

广义变分迭代方法得到的近似解析解，所以它还可

以通过解析运算得到与光波模相关的物理量的渐近

式。例如，可得如下相关物理量的近似解析式。

５１　光波强度
由渐近光波模ｕｎ（ｓ）的解析式来得到晶体表面

ｓ＝０附近的光波强度函数的ｎ次渐近式：

Ｉｎ（ｓ）＝ Ｉ槡ｄ ｕｎ（ｓ） ＝

Ｉ槡ｄ ｕｎ－１（ｓ）＋
１

４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）
×

∫
０

ｓ
［ｅｘｐ（－２μ（ξ－ｓ））×

ｓｉｎ（４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）（ξ－ｓ））］×
ｄ２ｕｎ－１
ｄξ２

－４μ
ｄｕｎ－１
ｄξ
－２（ｂ－φ－α）ｕｎ－１[ ＋

４μ
１＋ｕ２ｎ

ｄｕｎ－１
ｄξ
－
２αｕｎ－１
１＋ｕ２]

ｎ

ｄξ

其中Ｉｄ为晶体中的暗辐射值。
５２　光波模变化率

由光波的ｎ次渐近模ｕｎ（ｓ）可求出它的的变化
率为

ｄｕｎ
ｄｓ＝

ｄ
ｄｓ
ｕｎ－１（ｓ）＋

１
４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）

[ ×

∫
０

ｓ
［ｅｘｐ（－２μ（ξ－ｓ））×

ｓｉｎ（４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）（ξ－ｓ））］×
ｄ２ｕｎ－１
ｄξ２

－４μ
ｄｕｎ－１
ｄξ
－２（ｂ－φ－α）ｕｎ－１[ ＋

４μ
１＋ｕ２ｎ

ｄｕｎ－１
ｄξ
－
２αｕｎ－１
１＋ｕ２]

ｎ

ｄ]ξ
５３　光波功率

由ｎ次渐近光波模ｕｎ（ｓ）的解析式来得到晶体
表面ｓ＝０附近ａ≤ｓ≤０内的光波功率Ｐ的ｎ次渐
近式Ｐｎ

Ｐｎ ＝∫
０

ａ
ｕｎ－１（ｓ）＋

１
４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）

[ ×

∫
０

ｓ
［ｅｘｐ（－２μ（ξ－ｓ））×

ｓｉｎ（４μ２＋２（ｂ－φ－α槡 ）（ξ－ｓ））］×
ｄ２ｕｎ－１
ｄξ２

－４μ
ｄｕｎ－１
ｄξ
－２（ｂ－φ－α）ｕｎ－[ １＋

４４
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４μ
１＋ｕ２ｎ

ｄｕｎ－１
ｄξ
－
２αｕｎ－１
１＋ｕ２]

ｎ

ｄ]ξｄｓ （２３）

５４　光波功率控制

由式 （２３）可以计算出
Ｐｎ
ｂ
＞０（计算过程

略）。因此可以得知光波功率随传播系数 ｂ的值的
增大而单调地递增，以便对光波功率的控制。

５５　传播系数和入射光束角度的关联
随着光波功率的递增，受扩散非线性的影响，

晶体内的表面波衰减的距离逐渐缩短，大部分能量

逐渐向晶体界面集中。我们可以通过调节入射光束

与晶体的ｓ轴的夹角 （０°～９０°）来调节传播参
数ｂ。

６　结　论
讨论了晶体界面表面波方程，利用新的经过修

改的广义变分迭代方法依次得到了晶体界面 ｓ＝０
内附近的光波的模 ｕ（ｓ）的各次渐近解析式
ｕｎ（ｓ）（ｎ＝１，２，…）。根据泛函分析变分原理，利
用对应的线性方程的解作为本非线性问题解的初始

近似，由此得到的迭代解序列 ｛ｕｎ（ｓ）（ｎ＝１，２，
…）｝具有较快地接近于精确解的优点，且随着

ｕｎ（ｓ）的次数的增大而更接近于精确解。
得到的各次渐近解是解析式还可对它们进行解

析运算，我们可由得到的光模的各次渐近解析式通

过微分、积分等解析运算来进一步得到相关的物理

量的渐近表示式。扩展了问题讨论的范围。然而，

用单纯数值模拟的方法是达不到的。
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